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Esercizi sulla continuita` e derivabilita`
(Grazie agli studenti del corso che comunicheranno eventuali errori)
Esercizio 1.
Studiare la continuita` e la derivabilita` in (0, 0) e in (x, y), con x 6= y, di
f(x, y) = 3
√
(y − x)2.
[Sugg.: Lo studio della derivabilita` in (0, 0) viene svolto usando la definizione]
Esercizio 2.
Studiare la continuita` e la derivabilita` in (0, 0) di
f(x, y) =

|x|y4 − x6
(x2 + y2)2
se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0).
[Sugg.: Lo studio della derivabilita` in (0, 0) viene svolto usando la definizione]
Esercizio 3.
Studiare la continuita` e la derivabilita` in (0, 0) di
f(x, y) =

(y − x)3
x2 + y2 + x2y2
se (x, y) 6= (0, 0)
0 se (x, y) = (0, 0).
[Sugg.: Lo studio della derivabilita` in (0, 0) viene svolto usando la definizione]
Esercizio 4.
Calcolare il gradiente e la matrice hessiana delle seguenti funzioni:
1)
√
x2y, 2) exy
2−y, 3) x2 arctan
y
x
.
Esercizio 5. [tipologia di esercizio che non apparira` nella prima prova parziale]
Determinare i punti di derivabilita` di
f(x, y) = |y|e−(x2+y2).
[Sugg.: Lo studio della derivabilita` in (0, 0) viene svolto usando la definizione]
Esercizio 6. [tipologia di esercizio che non apparira` nella prima prova parziale]
Determinare i punti di derivabilita` di
f(x, y) = |x|+ |y|x2.
Suggerimenti e/o soluzioni
Esercizio 1.
[Sol.: f e` chiaramente continua in ogni (x, y) ∈ R2.
f non e` derivabile in (0, 0), infatti non esiste la derivata parziale rispetto a x, non esistendo il seguente
limite
lim
h→0
f(h, 0)− f(0, 0)
h
= lim
h→0
h2/3
h
= lim
h→0
h−1/3.
Dunque f non e` derivabile in (0, 0).
In (x, y), con x 6= y la f e` derivabile e ∇f(x, y) = (−23(y − x)−1/3, 23(y − x)−1/3).
Esercizio 2.
[Sol.: E’ continua per il teorema dei carabinieri:
0 ≤
∣∣∣∣ |x|y4 − x6(x2 + y2)2
∣∣∣∣ ≤ |x|y4(x2 + y2)2 + x6(x2 + y2)2 = y4(x2 + y2)2 |x|+ x4(x2 + y2)2x2 ≤ |x|+ x2
e l’ultimo membro tende a 0 per x→ 0.
Derivabilita`:
lim
h→0
f(h, 0)− f(0, 0)
h
= lim
h→0
−h6
h4
h
= lim
h→0
−h = 0 = ∂f
∂x
(0, 0)
elim
k→0
f(0, k)− f(0, 0)
k
= lim
k→0
0 = 0 =
∂f
∂y
(0, 0).
Dunque f e` derivabile e ∇f(0, 0) = (0, 0).
Esercizio 3.
[Sol.: E’ continua. Infatti,
|y3 − 3y2x+ 3yx2 − x3|
x2 + y2 + x2y2
≤ y
2
x2 + y2 + x2y2
|y|+ 3 y
2
x2 + y2 + x2y2
|x|
+ 3
x2
x2 + y2 + x2y2
|y|+ x
2
x2 + y2 + x2y2
|x| ≤ 4|y|+ 4|x|.
Abbiamo cos`ı che lim(x,y)→(0,0) f(x, y) = 0 = f(0, 0).
Derivabilita`:
lim
h→0
f(h, 0)− f(0, 0)
h
= lim
h→0
(−h)3
h2
h
= −1 = ∂f
∂x
(0, 0)
e
lim
k→0
f(0, k)− f(0, 0)
k
= lim
k→0
k3
k2
k
= 1 =
∂f
∂y
(0, 0)
Dunque f e` derivabile e ∇f(0, 0) = (−1, 1).
Esercizio 4.
[Sol. (solo per i gradienti e senza le semplificazioni finali):
1)
(
2xy
2
√
x2y
, x
2
2
√
x2y
)
;
2) exy
2−y (y2, 2xy − 1);
3)
(
2x arctan yx + x
2 1
1+( y
x
)2
(− y
x2
), x2 1
1+( y
x
)2
1
x
)
.]
Esercizio 5.
[Sol.: I punti di sicura derivabilita` di f sono gli (x, y) con y 6= 0. Esaminiamo la derivabilita` in (x, 0).
Si ha
lim
h→0
f(x+ h, 0)− f(x, 0)
h
= lim
h→0
0− 0
h
= 0 =
∂f
∂x
(x, 0)
elim
k→0
f(x, k)− f(x, 0)
k
= lim
k→0
|k|e−(x2+k2) − 0
k
= lim
k→0
|k|e−(x2+k2)
k
= lim
k→0
e−(x
2+k2) lim
k→0
|k|
k
= e−x
2 · lim
k→0
|k|
k
e quest’ultimo limite non esiste (fare k → 0+ e k → 0−). Dunque f non e` derivabile in (x, 0) perche´
manca la derivata parziale rispetto a y.]
Esercizio 6.
[Sol.: I punti di sicura derivabilita` di f sono gli (x, y) con x e y entrambi diversi da 0, cioe` non
appartenenti agli assi.
Esaminiamo la derivabilita` in (0, y).
Si ha
lim
h→0
f(h, y)− f(0, y)
h
= lim
h→0
|h|+ |y|h2 − 0
h
= lim
h→0
|h|
h
+ lim
h→0
|y|h2
h
;
l’ultimo limite esiste ed e` 0, mentre il penultimo non esiste (fare h→ 0+ e h→ 0−). Dunque f non e`
derivabile in (0, y) perche´ manca la derivata parziale rispetto a x.
Studiamo ora la derivabilita` in (x, 0) supponendo x 6= 0 altrimenti si ha (0, 0) che e` incluso nel caso
precedente.
Si ha
lim
k→0
f(x, k)− f(x, 0)
k
= lim
k→0
|x|+ |k|x2 − |x|
k
= x2 lim
k→0
|k|
k
.
Ora, questo limite non esiste se x 6= 0. Dunque f non e` derivabile rispetto a y in (x, 0) per x 6= 0.
Concludendo, f non e` derivabile sugli assi.]
